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Einstieg: Vergleich idealer und realer Ful3ball-Spieler

Abb. 1: Beispiel idealer Ful3ball-Spieler: jeder Schuss ein Tor. [9]
1 Ideales Gas

1.1  Kinetische Gas-Theorie
Um die Berechnung zu vereinfachen wurden zunéchst drei Annahmen gemacht:

1. Gas besteht aus Molekulen mit der Masse ,m“ und dem Durchmesser ,d“ in dau-
ernder, chaotischer Bewegung



2. die Teilchen Uben keine Wechselwirkungen aufeinander aus

3. GroRRe der Molekule ist vernachlassigbar, da die Durchmesser ,d“ wesentlich klei-
ner sind, als die zwischen Sté3en zurtickgelegte Weg-Strecke

Bei dieser Theorie wird angenommen, dass sich die Gesamt-Energie des Gases nur aus
den kinetischen Energien der Teilchen zusammensetzt.

Eges=Summe aller E;,,

1.2  Empirische Gas-Gesetze fur ideale Gase

Durch Experimente konnten im Laufe der Jahre folgende Eigenschaften von Gasen nach-
gewiesen werden:

e Boyle-Mariotte: Isotherme Zustandsanderung

P T,5T,>T,

V

Abb. 2: Verschiedene Isotherme nach dem Boyle-Mariottschen Gesetz.

e Charles & Gay Lussac: Isobare Zustandsanderung: V ~ T
e Amontons: Isochore Zustandsanderung (V =const.): p~T
e Avogadro (V=const.und T =const.): p ~n

Diese Erkenntnisse fuihrten zur idealen Gas-Gleichung:

PxV=NxRxT

Durch die kinetische Gas-Gleichung war es mdglich, eine Zustandsgleichung zu formu-
lieren. Das heil3t, dass sich eine Gréf3e automatisch einstellt, wenn die anderen vorge-
geben sind. Diese Gleichung gilt jedoch nur ndherungsweise fur Gase bei sehr geringem
Druck bzw. sehr groRem Volumen.

1.3  Herleitung des idealen Gas-Gesetzes mit der kinetischen Gas-
Theorie

1.3.1 Druck eines Gases

Im Rahmen der kinetischen Gas-Theorie kann der konstante Druck eines Gases auf die
standigen Zusammenstol3e der Gas-Teilchen mit der Gefa3-Wand zuriickgefuhrt wer-
den.




F
P=Z(1)

Um den Druck ,p“ ausrechnen zu kdnnen, muss man die Kraft ,F* bestimmen, die auf
eine Flache ,A" wirkt:

dlmpuls

7 (&)

StoRt ein Gas-Teilchen der Masse ,m*“ und der Geschwindigkeit ,vx“ auf die Wand, andert
sich die Richtung des Teilchens von ,+“ Richtung in ,-“ Richtung. Dabei ergibt sich pro
Teilchen und StoR folgende Impuls-Anderung:

F =

dlmpuls =2m=* v, (3)

Vergleichbar ist dies mit einem Ful3ball der Masse ,m", der mit einer Geschwindigkeit ,vx"
auf eine Wand geworfen wird (,+“ Richtung), von dieser abprallt und zurlckfliegt (,,-“ Rich-
tung).

]
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Abb. 3: Impuls-Anderung.

Um die Gesamt-Impulsanderung zu berechnen, bendétigt man die Anzahl aller Gas-Teil-
chen, die in einem bestimmten Zeit-Intervall ,dt“ auf die Wand treffen.

Im Mittel treffen alle Gas-Teilchen mit Geschwindigkeit ,vx“, die héchstens den Abstand
,S* zur Wand haben, im Zeit-Intervall ,dt“ auf.

<N(dt)> = 1* %*A*v *dt (4)
2V X

Nges/V = Teilchenzahl-Dichte (Anzahl der Teilchen in einer Volumen-Einheit)

A = Wand-Flache

vxdt = Weg-Strecke, die ein Teilchen mit der Geschwindigkeit ,vx+ in der Zeit-Spanne ,dt”
zurilicklegt

Multipliziert man die Gleichungen (3) und (4) miteinander, so erhélt man die gesamte
Impuls-Anderung im Zeit-Intervall ,dt*:

N
dimpuls gesy=2M* Vy* <N(dt)> =m* %*A* vZ2*dt (5)

Daher ist die vom Gas auf die Wand ausgetbte Kraft:




N
F=m* _\g/es *A* V2 (6)

Darauf folgt der Druck:

F_ o Nss,
Pv= £ =m* —8*\2 (7)

Der messbare Druck ,p“ ist der Mittelwert der hergeleiteten Grol3e Uber alle Geschwin-
digkeiten ,vx":

*Ng *
p=m* —2=* <v2>(8)

1.3.2 Geschwindigkeit von Gas-Molekulen

FiUr die quadratisch gemittelte Geschwindigkeit ,vims“ (root mean square) der Teilchen
gilt:

V2= < V2> + <v§> + <v2>(9)

Dies fuihrt schliel3lich zu:

1
<V>2(> = §*V?ms (10)

Damit gilt fur den gemessenen Druck ,p“:

1, Nges,
= 5 \g/ m* <Vrms>(1 1)
Bisher wurde nur die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile betrachtet. Es bewegen sich
jedoch nicht alle Molekile mit der gleichen Geschwindigkeit, sondern manche schneller
und manche langsamer. Die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung ist ein mathema-
tischer Ausdruck, der die Anzahl ,dN“ der Molekule in einem bestimmten Geschwindig-
keitsbereich ,v+dv“ angibt.

Mit Hilfe der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung lasst sich nun die rms-Geschwin-
digkeit eines Gases bestimmen:

3kB*T , n*R
mit kg=

(12)

<Vrms
Nges

Die Boltzmann-Konstante (ks) ist eine Natur-Konstante, die in den Grund-Gleichungen
der statistischen Mechanik eine zentrale Rolle spielt.

Setzt man nun vims? (12) in den fur den Druck eines Gases gewonnenen Ausdruck (11)
ein, so erhalt man:

p*V:n*R*T

(Zustandsgleichung eines idealen Gases)

2 Reales Gas

Da in der Realitat aber die Molekile nahe beieinander liegen kommt es zu intermoleku-
laren Wechselwirkungen.




2.1 Intermolekulare Wechselwirkungen

Abstolung

L J

—

Anziehung

Abb. 4: Intermolekulare Wechselwirkung bei Annadherung zweier Molekile (Lennard-Jones Potential).

Anziehung: Bereits bei einem Abstand von einigen Molekil-Durchmessern ziehen sich
zwei Molekile gegenseitig an und ihre potentielle Energie nimmt ab. Diese intermoleku-
lare Wechselwirkung ist fir die Kohasion der Molekile in Flissigkeiten verantwortlich.
Eine Flussigkeit ist also eigentlich ein Gas, dessen Temperatur soweit erniedrigt wurde,
dass die kinetische Energie der Molekiile nicht mehr ausreicht, ihre gegenseitige Anzie-
hung zu Gberwinden. Dann ist:

Ekin < EKohésion
Ursache der attraktiven Wechselwirkungen: van-der-Waals-Krafte (London-Krafte), Di-
pol-Dipol-Anziehung oder Wasserstoffbriicken-Bindungen

AbstoRRung: Haben die Molekiile eine sehr engen Kontakt kommt es hingegen zu einer
Abstol3ung. Dies ist der Grund, warum Flussigkeiten und Feststoffe eine endliche Aus-
dehnung haben und nicht auf einen Punkt zusammenfallen.

Ursache der repulsiven Wechselwirkungen ist das Pauli-Verbot. Es besagt konkret, dass
sich die Elektronen eines Atoms in mindestens einer der vier Quanten-Zahlen unterschei-
den muissen. Im Falle einer sehr starken Annaherung zweier Atome oder Molekile wir-
den es zu Orbital-Uberlappungen kommen. Da in diesem Fall der Uberlappung aber das
Pauli-Prinzip verletzt wirde (Elektronen mit vier Ubereinstimmenden Quanten-Zahlen im
selben Aufenthaltsraum), stofRen sich die Teilchen ab.

2.2 Van-der-Waals-Gleichung

Man kann sich vorstellen, dass es sehr schwierig ist eine Zustandsgleichung zu erstellen,
wenn ein Gas dauernd abstolRenden und anziehenden Kraften ausgesetzt ist.

Um sich den Unterschied zwischen einem theoretisch idealen Gas und einem realen Gas
vor Augen zu halten, muss man folgende Annahmen machen. Diese Annahmen stellen
Modifikationen der sehr stark vereinfachten kinetischen Gastheorie dar.

1. Es existieren vornehmlich attraktive Wechselwirkungen zwischen den Gasteilchen.
Diese verringern den tatséchliche Druck, der gemessen wird. Das bedeutet:

Preal < Pideal
Der Differenz-Druck muss deshalb addiert werden.




2. Die Gas-Teilchen besitzen ein Eigen-Volumen. Das reale Volumen ist so um den
Betrag des Eigen-Volumens grof3er als das ideale.

Vreal > Videal
Dieses Eigen-Volumen muss deshalb subtrahiert werden.

Da die van-der-Waals-Gleichung aus dem idealen Gas-Gesetz abgeleitet wird sollte gel-
ten:

(p+ Ap)* (V- AV)=n*R*T

Van-der-Waals hat geeignete Ansatze zur Bestimmung des Differenz-Drucks und des
Differenz-Volumens ermittelt.

Differenzdruck:

Durch die attraktiven Wechselwirkungen zwischen den Gasteilchen verringert sich deren
Geschwindigkeit v.

Die Starke der Wechselwirkungen und somit auch die Geschwindigkeit v der Gasteilchen
hangt von der Teilchendichte n/V ab.

Die Verringerung der Geschwindigkeit fuhrt dazu, dass die Gasteilchen schwéacher und
seltener auf die Gefal3wand aufschlagen. Dies hat eine Druckabnahme zur Folge, welche
proportional zum Quadrat der Teilchendichte n/V ist.

Es gilt folglich:
2

< ()

sp=a- (3

Die Proportionalitatskonstante ,a“ ist hierbei ein stoffspezifischer Parameter welcher em-
pirisch bestimmt wird.

2

Differenzvolumen (Eigenvolumen):
Es gilt:
AV xn
AV =b*n

Die Proportionalitdtskonstante ,b* ist hier ebenfalls ein stoffspezifischer, empirischer Pa-
rameter. Anschaulich entspricht er dem Eigen-Volumen von 1 mol Gas. Dabei ist ,b* klei-
ner als die Summe der Einzel-Volumina von NA Gasteilchen, da eine Anordnung von
Kugeln ohne Zwischen-Raume nicht mdglich ist (siehe dichteste Kugelpackungen).

Setzt man nun den berechneten Differenz-Druck sowie das berechnete Differenz-Volu-
men oben ein, so ergibt sich

2
n
<p+a* (V) ) (V-b*m)=n*R*T
bzw. umgestellt die gangige Form der van-der-Waals-Gleichung

*R*T 2
P= (]/-n*B & (%)




3  Anschauliche Interpretation der van-der-Waals-Glei-
chung

160 =

100 +

pi-f----

p-10° [Pa]

50 4

T=273K
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Abb. 5: Van-der-Waals-Isothermen von CO. (1 mol) fiir verschiedene Temperaturen.
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Fur Temperaturen groRer der kritischen Temperatur ,Tk“ kann man keinen Phasen-Uber-
gang feststellen. Dies kann auch in der Realitat beobachtet werden. Oberhalb der kriti-
schen Temperatur gibt es keine Koexistenz der gasférmigen und flissigen Phase mehr.
Eine weitere Kompression liefert ein so genanntes Uberkritisches Fluid (siehe unten).

Den Grenzfall kann man am Graphen fur 7 = 7Tk = 304 K beobachten. Hier kann man in
(Vk/pr) einen Terrassenpunkt erkennen.

Bei 7' < Tk dagegen stellt man auf den ersten Blick ein unphysikalisches Verhalten fest.
Der Druck verringert sich bei Kompression. Diese Schwachstelle der van-der-Waals-Glei-
chung korrigiert man durch die so genannte Maxwell-Konstruktion. Dabei wird eine waag-
rechte Gerade so platziert, dass die von der Gerade und dem Graphen eingeschlossenen
Flachen gleich groR sind. Diese Waagrechte beschreibt den Phasen-Ubergang. Eine wei-
tere Kompression filhrt nun zum Ubertritt von Gasteilchen in die flissige Phase. Der
Druck bleibt dabei konstant (= Dampfdruck). Ist der Phasen-Ubergang abgeschlossen
fuhrt weitere Kompression zu extremen Druck-Anstieg, was man bei Kompression von
Flissigkeiten auch erwartet.

Ablesbar ist auch der Wert des Eigenvolumens ,b*, der nicht unterschritten werden kann.

4 Kritischer Punkt

Wie oben bereits erwahnt kann man ab einer gewissen Temperatur keine Phasen-Uber-
gange mehr feststellen. Diese Temperatur und der korrespondierende Druck sind Kenn-
gréRen des so genannten kritischen Punkts. Im Phasen-Diagramm ist er der Endpunkt
der Dampfdruck-Kurve.
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Abb. 6: Phasen-Diagramm von CO; [5].

Anschaulich kann man das Ph&nomen beschreiben, indem man sich in Gedanken auf
der Dampfdruck-Kurve in Richtung kritischer Punkt bewegt. Dabei muss man sowohl
Temperatur als auch Druck erhéhen, um nicht von der Phasengrenz-Linie abzukommen.
Der Anteil der Teilchen in flissiger und gasférmiger Phase bleibt so konstant.

Durch die Temperatur-Erhhung nimmt nun die Dichte der flissigen Phase ab, die Erho-
hung des Drucks lasst die Dichte der Gas-Phase ansteigen. Am kritischen Punkt ist
schlieflich

Priissig = Pgasférmig

Bei gleicher Dichte ist eine Unterscheidung zwischen den beiden Phasen nicht mehr sinn-
voll. Man spricht daher vom tberkritischen Fluid.

Im folgenden Video kann man den Ubergang ins tiberkritische Fluid schon erkennen (falls
Video nicht angezeigt wird: oben Klick auf Warnleiste "Geblockte Inhalte zulassen..."”). Es
wird hier SFe (Phasen-Diagramm qualitativ analog zu dem von CO2) bei p > pxvon T <
Tk auf T > Tk erwdrmt und anschlieBend wieder abgekihlt. Wenn man das obige Phasen-
Diagramm betrachtet, "fahrt" man also von links ins Uberkritische Fluid und wieder zurtck.

https://youtu.be/DikG7Pt5mgE

Abb. 7: Erzeugung eines Uberkritischen Fluids [6].

Zusammenfassung: Das ideale Gas ist eine Modell-Vorstellung bei der ein Gas als eine
Ansammlung von punktférmigen Teilchen betrachtet wird, die sich chaotisch bewegen
und dabei nicht miteinander wechselwirken (nur elastische StéR3e). Solch ein ideales Gas
folgt stets der allgemeinen Gas-Gleichung (pV = nRT). Manche realen Gase (H2, He, N2
und O2) verhalten sich wie ideale Gase.



https://youtu.be/DjkG7Pt5mgE
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